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RkSUMl? 
Soit A un op&ateur nilpotent sur un espace de Banach E. Nous d&montrons que 
I’orbite de E par I’action du cornmutant de A contient les F E Lat A qui sont de 
dimension finie. 
INTRODUCTION 
Soient E un espace de Banach reel ou complexe et -f(E) l’algebre des 
ophateurs lineaires continus sur E. Dans toute la suite A est un operateur 
de J(E) et nous designons par Lat A le treillis des sous-espaces fern& de 
E invariants pour A. Soit E* le dual topologique de E. L’adjoint de 
A E -8(E) est l’operateur A* E _f(E*) d&n par (AX, u) = (r, A*u). 
Nous demontrons que si A est nilpotent et F E Lat A de dimension finie, 
il existe B E J(E) cornmutant avec A et tel que F = B(E). Dans le cas oti 
E est de dimension finie ce resultat a et6 demontre par P. Halmos [2]. 
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1. LES OPlhATEURS V& 
La demonstration du resultat annonce repose sur l’utilisation d’operateurs 
de la forme suivante ou r E E, u E E* et k E N: 
Ces operateurs ont 6tk utilises par A. Ruston [3] lorsque k = n. 11s 
meriteraient d’btre davantage connus et utilis6s. 11s ont et6 ktudies 
systematiquement par M. Barraa [l]. 
On a la formule facile a verifier: 
V&A - AV;, = x@A*~(u)- Ak(+w. 
11 en resulte que si Akx = 0 et Aeku = 0, l’operateur V,‘lU commute 
avec A. 
Dans ce qui suit, Vect,(x) est le sous-espace invariant pour A engendre 
par x. Si Akx = 0, on a Vect,(x) = Vect(x, Ax,. . . , AkP1x). Le symbole 6 est 
le symbole de Kronecker. 
LEMME 1. Soient A E d(E), x E E tel que Akx = 0 et u E E* tel que 
Auks = 0 et u(A”x) = Si_i pour 0 < i < k. Alors V& est un projecteur 
d’imuge Vect,(x) qui commute avec A (ou en d’autres termes Vect,(x) est 
rtfduisant pour A). 
Dhnonstration . La commutation de V:, avec A resulte de Akx = 0 et 
Auks = 0. Comme Vxt, E c Vect,(r), il nous suffit pour achever la demonstra- 
tion de verifier que VxkU< A’x) = A”x pour 0 f i < k : 
V;,(A’x) = i A”-‘(x@u)Ak-“(A%) 
s=l 
= ; u(Ak-“+‘x)A”-‘x = Aix. 
s=l 
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LEMME 2. Soient A E J(E) nilpotent d’ordre n, x E E tel que An-lx # 
0 et G E Lat A disjoint de Vect,(x). Alors il existe F E Lat A, contenant G et 
suppl&mentaire topologique de Vect,(r). 
DLmonstration . D’ap&s le th&or&me de Hahn-Banach il existe une 
forme linkaire u E E* telle que u(G) = 0 et u(A’x) = SA_ 1 pour 0 < i < n. I1 
r&ulte du lemme 1 que l’op&ateur VzyU est un projecteur d’image Vect,(x) 
qui commute avec A. I1 reste 5 v&ifier que le noyau de vXyu contient G, ce 
qui r6sulte de: 
Vx’t,(r/) = t u(A”-‘y)A”-‘x. 
s=l 
n 
2. DfiMONSTRATION DU RBSULTAT ANNON& 
TH&OR&IE. Soient E un espace de Banach r&e1 ou complexe, A E _.8( E) 
nilpotent d’ordre n et F E Lat A de dimension finie. Alors il existe B E 2(E) 
cornmutant avec A et tel que B(E) = F. 
D&wnstration . Le thhorbme &ant kvident pour F = {0), supposons 
dim F > 0 et raisonnons par r&urrence sur dim F. Choisissons e E E tel que 
A”-‘e # 0. Si A”-‘e E F, posons f = A”-‘e, sinon prenons pour f un 
vecteur non nul de F n kerA, ce qui est toujours possible B cause du 
caractkre nilpotent de A. Soit k le plus grand entier tel que f E Ak- ‘F et 
choisissons x E F tel que Ak-‘X = f. 
Comme f E AkF, on peut trouver une forme linbaire o sur l’espace 
vectoriel de dimension finie F telle que v(AkF) = 0 et u(A’x) = 8: _ 1 pour 
0 Q i < k. Le lemme 1 appliquk B la restriction de A 2 F montre alors qu’il 
existe une d&omposition de F en somme directe de la forme: 
F =Vect,(x) @F,, F,=LatA. 
On a F, nVect,(e) = (0) car s’il existait y non nul dans F, nVect,(e), il 
en r&ulterait A”-le E F, c F, d’oti f = AnP1e E F,, en contradiction avec 
f=Ak-‘xEF1. 
D’apr&s le lemme 2, on a pour E une dCcomposition de la forme: 
E=Vect,(e)@E,, E,=LatA, F,cE,. 
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Comme dim F, < dim F, on peut (hypothke de rkcurrence), trouver 
B, E .2(E,) cornmutant avec la restriction de A a E, et tel que B,(E,) = F,. 
Soit B E -5(E) d6fini par les conditions: 
Blh=B,IE,, BA’e=A”x pour O<i<n. 
On v&ifie facilement que B commute avec A et que B(E) = F, ce qui 
achkve la dkmonstration. w 
COMMENTAIRE. Soient A E d’(E) nilpotent d’ordre n et F E Lat A. Le 
probkme de trouver B E d(E) cornmutant avec A et tel que B(E) = F 
semble difficile. Dans le cas oti E est s&parable, nous pensons qu’on peut 
trouver B E J(E) cornmutant avec A et tel que B(E) soit dense dans F. 
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